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3. M je uzaøená, nebo» je to vzor uzavøené mno¾iny {2} pøi spojitém zobrazení

g(x, y, z) = x2 + y2 +
1

2
z4.

Dále M le¾í uvnitø uzavøeného kvádru

{(x, y, z) : |x| ≤
√
2, |y| ≤

√
2, |z| ≤ 4

√
4}.

M je tedy kompaktní a f je spojitá, f má tedy na M maximum i minimum.

Dále f je evidentnì spojitì diferencovatelná na R3.

Jeliko¾ ∇g 6= 0 na M , pak v bodì extrému a funkce f na M musí platit

λ∇g(a) = ∇f(a), λ ∈ R.

To vede na

λ(2x, 2y, 2z3) = (yz, xz, xy).

Funkce f je kladná i záporná naM a nulová na rovinách, kde jedna ze souøadnic

se rovná nule. Dále tedy mù¾eme bez obav pøedpokládat, ¾e xyz 6= 0. Máme

tedy najít v¹echna øe¹ení soustavy

2λx = yz,

2λy = xz,

2λz3 = xy.

Vynásobíme rovnice dohromady a dostaneme

8λ3z3xy = x2y2z2 ⇒ λ =
1

2
3

√
xy

z
,

x
4
3y

1
3 = yz

4
3 ,

x
1
3y

4
3 = xz

4
3 ,

x
1
3y

1
3 z

8
3 = xy.

Z poslední rovnice získáme z
8
3 = (xy)

2
3 ⇒ z4 = |xy| ⇒ |z| = 4

√
|xy|. Tento

vztah pou¾ijeme v první a druhé rovnici. Získáme

x
4
3y

1
3 = y|xy|

1
3 ⇒ |x|

4
3 |y|

1
3 = |y|

4
3 |x|

1
3 ⇒ |x| = |y|, |z| =

√
|x|.
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Koneènì musí platit

2 = x2 + y2 +
1

2
z4 = 2x2 +

1

2
x2 =

5

2
x2 ⇒ x2 =

4

5
⇒ |x| = 2√

5
.

Celkem máme kritické body:(
± 2√

5
,± 2√

5
,±
√
2

4
√
5

)
,

kde znaménka jsou na sobì zcela nezávislá. Okam¾itì vidíme, ¾e maxima jsou v

bodech, kde nastavá sudý poèet znamének − a minima v bodech, kde je poèet

− lichý. Maximum f na M je tedy 4
√
2

5 4√5 a minimum − 4
√
2

5 4√5 .
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4. Dosadíme-li za x, y, u, v hodnotu 1, pak jsou obì rovnice zjevnì splnìny. Po-

lo¾me

F1(x, y, u, v) = u2 + v2 − x3 − y4,
F2(x, y, u, v) = u2 + vx− x− y,

F = (F1, F2) : R4 → R2.

Dále (
∂F1

∂u
∂F1

∂v

∂F2

∂u
∂F2

∂u

)
(1, 1, 1, 1) =

(
2 2
2 1

)
je regulární a tedy existence pøíslu¹ných funkcí u, v je dùsledkem vìty o impli-

citní funkci. Tyto funkce jsou navíc nekoneènì diferencovatelné. Koneènì první

parciální derivace funkce u spoèteme ze vztahu(
∂F1

∂x
∂F1

∂y

∂F2

∂x
∂F2

∂y

)
(1, 1, 1, 1) = −

(
∂F1

∂u
∂F1

∂v

∂F2

∂u
∂F2

∂u

)
(1, 1, 1, 1)

(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
(1, 1)(

−3 −4
0 −1

)
= −

(
2 2

2 1

)(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
(1, 1)

−

(
2 2

2 1

)−1(−3 −4
0 −1

)
=

(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
(1, 1)

1

2

(
1 −2
−2 2

)(
−3 −4
0 −1

)
=

(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
(1, 1)

∂u

∂x
(1, 1) = −3

2
,
∂u

∂y
(1, 1) = −1.
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